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Abstract—  Associative memories (AMs) are designed for the storage of pattern associations and the retrieval
of the desired output upon presentation of a possibly noisy or incomplete version of an input pattern. In
particular, an implicative fuzzy associative memory (IFAM) is a fuzzy AM model that applies a max-T" product,
where T represent a continuous triangular norm, during the recall phase. In this paper, we focus on IFAM models
that employ Archimedean triangular norms. Specifically, we present a theorem that completely characterizes the
output patterns of these IFAM models in terms of combinations of maximums and minimums of transformed
versions of the original patterns.
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Resumo— Memdrias Associativas (AMs) sdo projetadas para armazenar associagbes e recordar uma saida
desejada mesmo apds a apresentagao de uma versdo incompleta ou distorcida de um padréo de entrada. Em
particular, uma Memdria Associativa Nebulosa Implicativa (IFAM) é uma AM nebulosa que aplica um produto
max-T', onde T' é uma norma triangular continua, na fase de recordagdo. Esse artigo discute modelos de IFAMs
que empregam normas triangulares Arquimedianas. Especificamente, é apresentado um teorema que caracteriza
completamente os padroes recordados por essas IFAMs em termos de combinagoes de méximos e minimos de

versoes transformadas dos padroes originais.

Palavras-chave— Memdrias Associativas, Teoria dos Conjuntos Nebulosos, Normas Triangulares Arquimedi-

anas

1 Introducao

Em termos gerais, uma Memdria Associativa
(AM) é um modelo inspirado no cérebro humano
e projetado para armazenar pares de entrada e
saida. Além disso, uma AM deve ser capaz de
recordar uma saida desejada mesmo apos a apre-
sentacao de uma versao incompleta ou distorcida
de um padréo de entrada [4, 9, 6, 16, 18].

Resumidamente, as pesquisas em memoria as-
sociativa iniciaram na metade do século XX e
receberam mais atengao nos anos 1980 apds a
publicacdo do famoso artigo de Hopfield [1, 6].
Nos anos 1990, foram apresentados varios modelos
que estendem a rede de Hopfield, por exemplo, a
Memoria Associativa de Capacidade Exponencial
(ECAM) [2] e a Memdria Associativa Bidirecional
(BAM) [10]. Entretanto, tanto a rede de Hopfi-
eld como a ECAM e a BAM, sdo modelos usados
para armazenar padroes bindrios. Em contraste
com os modelos binarios, os modelos de memo-
rias associativas baseados na morfologia matema-
tica e na teoria dos conjuntos nebulosos podem ser
usados para armazenar padroes em tons de cinza
[16, 19, 17, 18, 20, 23].

As Memdrias Associativas Nebulosas (FAMs)
sao modelos de memdria associativa descritos por
redes neurais nebulosas que armazenam padroes
nebulosos, i.e., padroes cujos elementos perten-
cem ao intervalo [0,1]. A memdria associativa ne-
bulosa de Kosko, referida simplesmente por FAM
de Kosko, representa o modelo mais conhecido de

FAM [11]. A FAM de Kosko foi aplicada com su-
cesso em problemas de controle e rastreamento de
alvos [11]. Variagoes e extensdes da FAM de Kosko
incluem os modelos de Junbo et al. [7], Chung
e Lee [3] e Liu [12]. Recentemente, Valle e Suss-
ner introduziram novos modelos de FAMs, chama-
dos Memdrias Associativas Nebulosas Implicati-
vas (IFAMs), que generalizam ou estendem os mo-
delos mencionados anteriormente [18, 20, 22, 23].
As IFAMs apresentam propriedades interessantes
no caso autoassociativo como convergéncia numa
tnica iteragao e capacidade de armazenamento ili-
mitada, i.e., pode-se armazenar quandos padroes
forem desejados nesses modelos. Além disso, as
IFAMs apresentaram bons resultados em proble-
mas de previsao de séries temporais [19, 18, 20].
Recentemente, Sussner e Valle observaram que as
principais FAMs, incluindo as IFAMs, efetuam
operagoes elementares da morfologia matematica
e podem ser classificadas como Memdrias Associ-
ativas Morfoldgicas Nebulosas (FMAMs) [22, 20].

Os primeiros modelos de AM baseados na
morfologia matemédtica foram introduzidos por
Ritter e Sussner e sao referidos simplesmente como
Memdrias Associativas Morfoldgicas (MAMs) [15,
16]. Esses modelos efetuam operacgoes elemen-
tares da morfologia matematica em cada neurd-
nio [5, 19, 20, 22]. Resultados que caracterizam
completamente a fase de recordagao das MAMs
foram apresentados recentemente por Sussner e
Valle [19, 17]. Em poucas palavras, foi demons-
trado que os padroes recordados representam com-



binagoes de maximos e minimos dos padroes ori-
ginais com valores adicionados de uma constante.
A caracterizacao da fase de recordagao das MAMs
colaborou para o desenvolvimento de aplicagoes
desses modelos em problemas de reconstrugao de
imagens, classificacao de padroes e previsao de sé-
ries temporais [19, 17].

Esse artigo apresenta um resultado que ca-
racteriza completamente a fase de recordacao da
classe das IFAMs Arquimedianas, i.e., a classe das
IFAMs baseadas em normas triangulares Arqui-
medianas. O presente artigo estd organizado em
5 segoes. A segdo 2 apresenta os conceitos basi-
cos da teoria dos conjuntos nebulosos, incluindo
o conceito de norma tringular Arquimediana e R-
implicacao. Uma breve revisao das IFAMs e do
armazenamento nebuloso R-implicativo é apresen-
tada na se¢do 3. A segdo 4 introduz o teorema
que caracteriza completamente a fase de recorda-
¢ao das IFAMs Arquimedianas. O artigo termina
com a conclusao na segao 5.

2 Conceitos Basicos da Teoria dos
Conjuntos Nebulosos

A teoria dos conjuntos nebulosos foi introduzida
por Lotfi Zadeh como uma ferramenta para mo-
delar a imprecisao e a ambigiiidade que surge em
sistemas complexos [13, 14]. Um conjunto nebu-
loso é definido como uma fun¢ao x de um conjunto
U (universo de discurso) para o intervalo [0,1]. A
funcao x é referida como func¢ado de pertinéncia e o
valor x(u) representa o grau de pertinéncia de u no
conjunto nebuloso x. Nesse artigo serao emprega-
dos apenas conjuntos nebulosos x e y definidos so-
bre universos de discurso finitos U = {uy,...,u,}
eV ={v1,...,v,}, respectivamente. Nesse caso,
X e y podem ser representados por vetores nos hi-
percubos [0,1]™ e [0,1]™ onde z; = x(u;), para
j=1,....,n,ey; =y(v;), parai=1,...,m.

Muitas operagoes entre conjuntos nebulosos
estao baseadas nos conceitos de norma triangu-
lar (t-norma) e implicagdo nebulosa [13, 14]. Es-
ses conceitos formam a base para as IFAMs e o
armazenamento nebuloso R-implicativo apresen-
tados na préxima secao.

Defini¢ao 1 (Norma Triangular ) Uma nor-
ma triangular, ou simplesmente t-norma, € um
operador T : [0,1] x[0,1] — [0, 1] crescente, comu-
tativo e associativo que satisfaz T(x,1) = x para
todo = € [0,1].

Em particular, uma t-norma Ty é Arquimedi-
ana se e somente se Ty € continua em ambos os
argumentos e Ty(z,z) < x para todo x € (0,1).

A definigao 1 introduz a classe mais geral de
t-normas e a sub-classe das t-normas Arquimedi-
anas. Nesse artigo serao consideradas apenas t-
normas Arquimedianas. Entretanto, é importante

observar que um operador 7" : [0,1] x [0,1] — [0, 1]
é uma t-norma continua se e somente se 7' é uma
soma ordinal de t-normas Arquimedianas [8].

A seguinte proposi¢ao revela que uma t-norma
Arquimediana pode ser representada em termos
de uma funcdo continua de uma tunica varidvel
[13]. Essa proposigdo constitui a base para os re-
sultados desenvolvidos na segao 4.

Proposicao 1 Uma t-norma Ty € Arquimediana
se e somente se existe a € [0,1) e um isomorfismo
de ordem* f:1[0,1] — [a,1] tal que

Ty(w.y) = 1 ([f@ )] va), (1)

para todo x,y € [0,1]. A fungao f em (1) é cha-
mada funcdo geradora da t-norma 7.

Notagao 1 Nesse artigo, os simbolos “V” e “N”
representam as operacées de supremo (ou md-
ximo) e infimo (ou minimo), respectivamente. Em
particular, a V b = max(a,b) e a A b= min(a,b).

O produto, denotado por Tp, é um exem-
plo de t-norma Arquimediana com funcdo gera-
dora f(z) = z. O operador dado pela equagio
Tr(z,y) =0V (z+y—1) é referido como t-norma
de Lukasiewicz. Note que Tf, é uma t-norma Ar-
quimediana com funcao geradora f(z) = e*~ 1.

Uma t-norma continua 1" pode ser usada para
definir uma implicagdo nebulosa como segue [13]:

Definicao 2 (R-implicacdo) Seja T : [0,1] x
[0,1] — [0,1] wma t-norma continua. A R-
implicacao associada a t-norma T ¢é o operador
I:[0,1] x[0,1] — [0,1] dado pela sequinte equa-
¢ao para todo x,y € [0,1]:

I(@,y)=\/{z€0,1]: T(z,2) <y}. (2

E importante observar que existe na literatura
outras formas de definir uma implicagao nebulosa
[13, 14]. Entretanto, a fase de armazenamento
das IFAMs estd baseada em R-implicagtes. Pre-
cisamente, a proposicao 3 que caracteriza o ar-
mazenamento nebuloso R-implicativo s6 vale para
implicagoes dadas pela equagao (2).

Em particular, uma R-implicagao associada a
uma t-norma Arquimediana pode ser obtida fa-
cilmente usando a fungao geradora da t-norma.
Especificamente, vale a seguinte proposigao [13].

Proposicao 2 Seja Ty uma t-norma Arquimedi-
ana e f sua funcdo geradora. A R-implicacdo as-
sociada a Ty, denotada por Iy, é dada pela se-
guinte equagdo para todo x,y € [0,1].

If(z,y)=f" ([%} A 1) : (3)

1Lembre-se que um isomorfismo de ordem f : [0,1] —
[a, 1] é uma bijecao tal que z < y sse f(z) < f(y).




Pode-se verificar que as implicagoes dadas pe-
las equagoes (4) e (5) abaixo representam as R-
implicagoes associadas ao produto e a t-norma de
Lukasiewicz, respectivamente.

Ip(w,y) =11 (£), (4)

In(z,y) =1A(y—x+1). (5)

Finalmente, t-normas e R-implicagoes podem
ser combinadas com as operagoes de maximo e mi-
nimo para formar produtos matriciais. Considere
matrizes A € [0,1]™** e B € [0,1]**". O produto
maz-T e o produto min-I de A por B, denotados
respectivamente por C = Ao Be D = A® B, sao
definido através das seguintes equagoes para todo
1=1,...,mej=1,...,n, respectivamente:

k

k
Cij = \/ T(ail,blj) € dij = /\ I(blj,ail). (6)
=1 =1

Normas triangulares particulares definem produ-
tos max-T" especificos. Dado um produto max-T,
indica-se a t-norma empregada em (6) por meio de
um sub-indice. Uma notagao semelhante é empre-
gada para descrever o produto min-/. Em parti-
cular, oy e ®y denotam produtos max-7T e min-I¢
onde Ty é uma t-norma Arquimediana e Iy repre-
senta uma R-implicagdo dada pela equagao (3).

3 Introducgao as Memoérias Associativas
Nebulosas Implicativas

Um problema de AM pode ser formulado mate-
maticamente nos seguintes termos: Dado um con-
junto de associacoes {(x%,y%): £ =1,...,k}, cha-
mado conjunto das memdorias fundamentais, de-
termine uma aplicacio G tal que G(x¢) = y¢ para
todo £ =1,...,k. Além disso, a aplicagao G deve
possuir uma certa tolerancia com respeito a ruido,
i.e., G(X%) = y® para versdes corrompidas ou in-
completas x¢ de x* [4].

Nas IFAMSs, a aplicagio G é descrita por
uma rede neural nebulosa de camada tnica com
neuronios max-1', onde T' é uma t-norma conti-
nua [18, 20, 23]. Dado um padrdo de entrada
x € [0,1]", uma matriz dos pesos sindpticos W €
[0,1]™*™ ¢ um vetor bias 6 € [0,1]™, a saida ou
padrao recordado pela IFAM é determinado pela
seguinte equagao:

y=(Wox) V. (7)

A matriz dos pesos sindpticos W e o ve-
tor bias 6 de uma IFAM sdo calculados atra-
vés do armazenamento nebuloso R-implicativo
[18, 20, 21]. Dado um conjunto de memo-
rias fundamentais {(x¢,y¢) & = 1,...,k},
defina X = [x!,...,x*] € [0,1]"F e ¥V =
[yl,...,y*] €0,1]"*k. No armazenamento nebu-

loso R-implicativo, W e 8 sdo dados pelas equa-
goes

k
W=Y®X" e 0=/\y57 (8)
e=1

onde ® representa o produto min-/ baseado na
R-implicacao associada a t-norma continua em-
pregada no produto max-T em (7).

A matriz dos pesos sindpticos W e o vetor
bias 6 fornecidos pelo armazenamento nebuloso R-
implicativo satisfazem a seguinte proposigao [20].

Proposicao 3 Considere um conjunto {(x¢,y*) :
&E=1,...,k} de pares de entrada e saida. A ma-
triz de pesos sindpticos W e o vetor bias 6 forne-
cidos pelo armazenamento nebuloso R-implicativo
sao tais que [W, 0] representa o supremo do con-
Junto

{[A,ﬁ];(onf)vﬁgyf, szl,...,k;}, 9)

onde [W, 0] (resp. [A,B]) € a matrizm x (n+ 1)
obtida concatenando W € [0,1]™*™ e 8 € [0,1]™
(resp. A e3).

Note que a proposicao 3 pode ser interpretada
como uma condicao de otimalidade do armazena-
mento nebuloso R-implicativo no seguinte sentido:
Se existe uma matriz A e um vetor 3 tais que
(Aoxf) VvV B = y* para todo & = 1,...,k, entdo
W e 0 fornecidos por (8) satisfazem as seguintes
expressoes: A <W,B3<0e (Woxf)Vvh =yt
para todo £ =1,...,k.

O seguinte exemplo apresenta as fases de ar-
mazenamento e recordacao da IFAM de Lukasi-
ewicz. O mesmo exemplo serd considerado na pré-
xima sec¢ao para validar o teorema que caracteriza
a fase de recordacao de uma IFAM Arquimedi-
ana. B importante observar que a IFAM de Luka-
siewicz estd intimamente relacionada com as me-
mdrias associativas morfoldgicas introduzidas por
Sussner e Ritter [15, 16]. Sobretudo, esse modelo
de TFAM apresentou bons resultados em proble-
mas de previsdo de séries temporais [19, 18, 20].
Exemplo 1 Considere padrées x', x> e y! y?
correspondendo as colunas das matrizes X €
[0,1]>*2 e Y € [0,1]>%2 dadas pelas seguintes
equacoes.

0.2 0.9
03 0.8 02 0.8
X=104 05| e Y=[05 04]. (10)
0.6 0.2 08 0.1

07 0.3

A matriz dos pesos sindpticos W € [0, 1]>%3
e o vetor bias 6 € [0,1]® fornecidos pelo armaze-
namento nebuloso R-implicativo baseado na im-
plicacao de Lukaisewicz sao dados pelas seguintes



equagoes, respectivamente:

0.9 0.8 0.6 0.2

0.9 0.8 0.6 0.2
W=106 09 09| e 6= |04]. (11)

0.3 0.6 0.9 0.1

0.5 0.8 1.0 0.3

Dado o padrao de entrada
x=1[0.6 02 07]", (12)

o padrao y = (W oy, x) V 0 recordado pela IFAM
de Lukasiewicz é

y=1[05 05 06 06 07]". (13)

Note que y nao corresponde a nenhum dos padroes
originais. O teorema 1 apresentado na préxima
secao esclarece, entre outras coisas, a relagao entre
a safda y e os padrdes originais y! e y?2.

4 Caracterizacao da Fase de Recordagao
das IFAMs Arquimedianas

Essa segao apresenta um teorema que caracteriza
completamente a fase de recordacao das IFAMs
baseadas em t-normas Arquimedianas. Devido a
limitagao no nimero de paginas, nao serd apresen-
tada a demonstracao desse resultado. Todavia, se-
rao apresentados exemplos e algumas observagoes
sobre as conseqiiéncias do teorema.

Teorema 1 Seja Ty uma t-norma Arquimediana
com fun¢io geradora f : [0,1] — [a,1]. Con-
sidere um conjunto de memdrias fundamentais
{(x5,y%) : € = 1,...,k} e defina W € [0,1]™*"
e @ € [0,1]™ através do armazenamento nebu-
loso R-implicativo. Dado um padrao de entrada
x € [0,1]", o padrdo y € [0,1]™ recordado pela
IFAM Arquimediana satisfaz a sequinte equagao

n

y=yV

k
/\ Ty (a?,yg) Nxj| V0. (14)
j=1| \&=1

onde Ty : [0,1/a] x [0,1]™ — [0,1]™ € o operador
dado pela sequinte equac¢ao para todoi = 1,...,m:

[Tf(a,z)]i = f! ({[af(zz)] A 1} Va). (15)

O coeficiente oz? em (14) satisfaz a equagdo

para todo j=1,....ne&=1,... k.

Observagao 1 O padrdo y em (14) também
pode ser expresso em termos da seguinte equacao:

y = /k\ (Tf (a?,yg) A x]-) ve. (17)

j=1 \&=1

n

Logo, o padrao recordado por uma IFAM Arqui-
mediana é formado por combinagoes de maximos
e minimos de transformagoes T’ (aﬁ, y®) Az; das
memoérias fundamentais.

Observagao 2 Se a = 0, entao o operador T é
definido no domfnio R7%, x [0,1]™, onde RT2, =
{z eR:z>0}U{+o0}.

Observagao 3 O operador Tf representa uma
extensdo da t-norma Ty para [0,1/a] x [0,1]™
(lembre-se que a € [0, 1)) no seguinte sentido:

1. Se 0 < a < 1 entao existe ¢ € [0,1] tal que
f(¢) = a e pode-se mostrar que

{Tf(oz,z)} =Ty(c, z). (18)
K3

Em outras palavras, cada componente de
T (a, z) é equivalente & aplicagao da t-norma
Ty em ce 2.

2. Se 1 < a < 1/a, entdo af(z;) > f(z) para

todoi=1,...,m. Usando a monotonicidade
dos operadores V, A e da funcdo f~!, conclui-
se que

Tr@a)] = 7 (s va) =5 (9)

para todo ¢ = 1,...,m. Em outras palavras,
T¢(a,z) >z se a > 1.

Em ambos os casos, o padrao Tf(oz,z) pre-
serva a “forma” do padrao z. Essa afirmacao
torna-se mais clara observando a figura 1 que apre-
senta os graficos de Tp(as,z) e Tp(as,z) para
i = 1,2, onde a7 = 0.7 e ao = 1.5. Note que
as inequacoes T¢(0.7,2) < z < Ty(1.5,2) foram
satisfeitas.

O seguinte exemplo apresenta o operador Ty
que estende a t-norma de Lukasiewicz. Lembre-se
que a fungao geradora da t-norma de Lukasiewicz
6 f(z) = =1 Logo, a = f(0) = e~ e f~1(y) =
log(y) + 1, para todo y € [a, 1].

Exemplo 2 Considere o € [0,1/a] e z € [0,1]™.
Para facilitar a exposicao, defina ¢ = log(x V a) +
1. Pode-se mostrar que o operador Ty, dado pela
equagdo (15) satisfaz a seguinte equagao para todo
t=1,...,m:

[TL(a, z)} =[(c+z—-1)A1]VoO. (20)
Note que, se 0 < a < 1, entao 0 < ¢ < 1. Nesse
caso, tem-se ¢ + z; — 1 < 1 para todor z; € [0,1] e

[TL(a,z)] =(c+z—-1)V0="T(cz). (21)

7

Portanto, T}, pode ser visto como uma extensao
da t-norma de Lukasiewicz.



a) Gréficos de Tt (a, z).

0 ey
[ 10 20 30 40 50 60 0 a

Linha 1 —+—
Linha 2 ——
Linha 3 —%—

AM
0 30

100

b) Gréaficos de Tp(a,z).

Figura 1: A linha vermelha marcada com o simbolo “+” (Linha 1) corresponde ao padrdo original
z € [0,1]'°. A linha verde com “x” (Linha 2) corresponde ao padrao T7(0.7,z) em a) e Tp(0.7,2) em
b). Finalmente, a linha azul com “x” representa T7,(1.5,z) em a) e Tp(1.5,2) em b).

Observagao 4 O coeficiente a§ em (14) pode ser

interpretado como uma medida do quanto x; é
maior, menor ou igual a x;é Por exemplo, a§ =1

se e somente se Tj = .Z‘§

Exemplo 3 Na IFAM de Lukasiewicz, os coefici-
entes a§ sao determinados pela seguinte equacgao:

=@/ = @)

Exemplo 4 Nesse exemplo, a equagao (14) que
caracteriza a fase de recordacao de uma IFAM Ar-
quimediana serd aplicada para obter o padrao re-
cordado pela IFAM de Lukasiewicz do exemplo 1.
Para tanto, considere X = [x},x?] e Y = [y!,y?]
fornecidos em (10) e o padrao de entrada x dado
em (12).

Primeiramente, devem ser calculados os coe-
ficientes a§ € [0,1/a] para j = 1,2,3 e £ = 1,2.
Aplicando a equagao (16), ou (22), obtem-se:

ol = 1.34986,
a2 = 0.81873,

al = 0.81873,
a2 = 0.74082,

al =1.10517,
a? = 1.64872.

O préximo passo consiste em calcular os pa-
droes TL(ag,yq paraj=1,2,3 e = 1,2 através
de (15) ou (20). As equacdes (23) e (24) abaixo
apresentam os padrées Tr(ad,y') e Tp(a?,y?)
como exemplo:

Tr(al,y')=[05 05 08 1.0 10", (23)
Tr(a?,y?) =[07 06 02 00 0.1]". (24)

Note que af < 1 < of, logo Tr(al,y!) > y!
enquanto que Tr(a?,y?) < y2.

Defina agora vetores w; = Tr(aj,y') A

T (a?,yz) para j = 1,2, 3. Nesse exemplo tem-se

w=1[05 05 02 00 01", (25
w=[00 00 01 00 00", (26
u; = [03 03 06 06 08 . (27

Observe que u; representa o termo entre os pa-
rénteses centrais da equagao (14).

Finalmente, o padrao recordado pela IFAM é
o méaximo entre @ e os vetores u; A x;, para j =
1,2,3. Em outras palavras, o padrao recordado
y=(u1 Az1)V(ug Aze) V (us Axsz) V 0 satisfaz:

05] [0.0] [0.3] [o.2 0.5
05| [oo| [03] o2 0.5
y=|02|v|o1|v|o6|v|o4| = |06] (28)
00| [oo| |o6] |01 0.6
01| [oo| |o7] |03 0.7

Como era de se esperar, o resultado em (28) coin-
cide com o padrao apresentado em (13).

5 Conclusao

A principal contribuicao desse artigo encontra-
se no teorema 1 que caracteriza completamente
a fase de recordacao das IFAMs Arquimedianas.
Resumidamente, o padrao recordado por uma
IFAM Arquimediana representa combinacoes de
méximos e minimos de transformagoes das memé-
rias fundamentais. As transformagoes aplicadas
podem ser interpretadas como operagoes que es-
tendem a t-norma Arquimediana. Espera-se que o
teorema 1 apresentado nesse artigo contribua di-
retamente para o desenvolvimento de novas apli-
cagoes das IFAMs.
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